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Ισοδυναµία µεταξύ NFAs και DFAs
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Οι σηµειώσεις αυτές αφορούν την εκφραστική δύναµη των NFAs και DFAs. Καθώς τα
DFAs είναι µια ειδική κατηγορία NFAs, δεν µπορεί να υπάρχει γλώσσα η οποία αν αναγνω-
ϱίζεται από ένα DFA, αλλά από κανένα NFA. Συνεπώς, η απάντηση στο ερώτηµα ‘υπάρχει
γλώσσα η οποία να αναγνωρίζεται από κάποιο DFA αλλά από κανένα NFA;΄ ϑα πρέπει να είναι
αρνητική. Ποια είναι όµως η απάντηση στο ερώτηµα ‘υπάρχει γλώσσα η οποία να αναγνω-
ϱίζεται από κάποιο NFA αλλά από κανένα DFA;’. Για να τεκµηριώσουµε τις απαντήσεις µας,
ϑα διατυπώσουµε αυτές τις ερωτήσεις σε ένα ϑεώρηµα και ϑα το αποδείξουµε.

Θεώρηµα 1. Μια γλώσσα L αναγνωρίζεται από ένα DFA ανν υπάρχει NFA N τ.ω.

L(N) = L.

Με άλλα λόγια, για κάθε DFA M , υπάρχει ένα NFA N τ.ω. L(N) = L(M), και για κάθε
NFA N , υπάρχει ένα DFA M τ.ω. L(M) = L(N).

Πρόταση 1. Για κάθε DFA M , υπάρχει ένα NFA N τ.ω. L(N) = L(M).

Απόδειξη. ΄Ενα DFA είναι ένα NFA, απλώς ϑα πρέπει και συντακτικά να ικανοποιήσουµε
τους ορισµούς των αυτοµάτων. Σε ένα DFA η συνάρτηση µετάβασης ορίζεται ως

δDFA : K × Σ → K,

ενώ σε ένα NFA ως,
δNFA : K × (Σ ∪ {ε}) → P(K).

Για ένα DFA M = (K,Σ, δM , q0, F ), ορίζουµε το ισοδύναµο NFA N = (K,Σ, δN , q0, F ) το
οποίο έχει ακριβώς το ίδιο σύνολο καταστάσεων, τις ίδιες αρχικές και τελικές καταστασεις µε
το M . Η µοναδική διαφορά είναι στην συνάρτηση µετάβασης, η οποία έχει την µορφή,

δN(q, a) =

{
{δM(q, a)} , για κάθε a ∈ Σ,
δN(q, ε) = ∅ , για κάθε q ∈ K.
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΄Εστω ότι L(M) ⊇ L(N), τότε υπάρχει συµβολοσειρά, έστω w, η οποία αναγνωρίζεται από το
M , αλλά όχι από το N . Τότε ϑα πρέπει (q0, w)⊢∗

M(F, ε) και (q0, w)⊢∗
N (K \ F, ε). ΄Οµως, από

την κατασκευή του N , δN(q, x) = δM(q, x) για κάθε x ∈ Σ και όχι x = ε. Εφόσον η w είναι
ακολουθία από σύµβολα x ∈ Σ που δεν περιέχουν ε και ο υπολογισµός (q0, w)⊢∗

M(F, ε) ϑα
συνεπάγεται (q0, w)⊢∗

N (F, ε). ΄Αρα, καταλήξαµε σε άτοπο.

΄Εστω ότι L(M) ⊆ L(N), τότε υπάρχει συµβολοσειρά, έστω w, η οποία αναγνωρίζεται από
το N , αλλά όχι από το M . Οµοίως µε πριν, ο υπολογισµός (q0, w)⊢∗

N (F, ε) ϑα συνεπάγεται
(q0, w)⊢∗

M (F, ε). ΄Αρα, καταλήξαµε σε άτοπο.

΄Αρα, ισχύει ότι L(N) = L(M).

Στη συνέχεια δίνουµε έναν απλό αλγόριθµο προσοµοίωσης των υπολογισµών που κάνει
ένα NFA.

Αλγόριθµος Προσοµοίωσης NFA. Σηµειώνει την τρέχουσα κατάσταση και καθέναν από
τους ενεργούς υπολογισµούς (ενεργά υπολογιστικά νήµατα).

π.χ.,

q0 q1

0, 1

1

0, 1

Για είσοδο w = 111, η προσοµοίωση ϑα είναι

⟨q0⟩
1−→ ⟨q0, q1⟩

1−→ ⟨q0, q1, q1⟩
1−→ ⟨q0, q1, q1, q1⟩.

□

Παρατηρήσεις.

• Εκτενέστερες συµβολοσειρές εισόδου, περισσότερα νήµατα. ΄Αρα εκθετική αύξηση.

• Η ακριβής σειρά των νηµάτων δεν παίζει ϱόλο. ∆εν έχει σηµασία αν το 1ο ή το 10ο
υπολογιστικό νήµα ϐρίσκεται σε κάποια κατάσταση s.

• Αν δύο νήµατα είναι τα ίδια, µπορούµε να αγνοήσουµε το ένα. Νήµατα στην ίδια
κατάσταση συµπεριφέρονται µε τον ίδιο τρόπο, δηλαδή είτε και τα δύο ϑα καταλήξουν
σε τερµατική κατάσταση είτε όχι.
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Εποµένως, µπορούµε να ϐελτιώσουµε τον προηγούµενο αλγόριθµο,

π.χ., (συνέχεια)

q0 q1

0, 1

1

0, 1

Για είσοδο w = 111, η προσοµοίωση ϑα είναι

{q0}
1−→ {q0, q1}

1−→ {q0, q1}
1−→ {q0, q1}.

□

Παρατηρήσεις.

• Χρειάζεται να ιχνηλατούµε τις καταστάσεις των ενεργών υπολογιστικών νηµάτων:

– Μη-διατεταγµένα: δεν παίζει ϱόλο ποιο ακριβώς νήµα ϐρίσκεται σε ποια κατάστα-
ση.

– ΄Οχι διπλότυπα: κρατάµε ένα αντίγραφο από πολλαπλά νήµατα που ϐρίσκονται
στην ίδια κατάσταση.

• Πόση µνήµη χρειάζεται;

– Αν K το πλήθος των καταστάσεων του NFA, τότε χρειάζεται να ιχνηλατεί ένα υπο-
σύνολο του K.

– Αυτό µπορεί να γίνει σε |K| bits µνήµης, δηλαδή 2|K| καταστάσεις, το οποίο είναι
πεπερασµένο.

Θα κατασκευάσουµε ένα ισοδύναµο DFA. Προς αυτό, το DFA ϑα πρέπει να εκτελεί τον αλ-
γόριθµο προσοµοίωσης του NFA. ∆ηλαδή, ϑα πρέπει να ‘θυµάται’ τις τρέχουσες καταστάσεις
των ενεργών υπολογιστικών νηµάτων, χωρίς διπλότυπα. Εποµένως να διατηρεί ένα υποσύνο-
λο των καταστάσεων του NFA. ΄Οταν η κεφαλή διαβάζει ένα καινούργιο σύµβολο, το DFA ϑα
πρέπει να ανανεώνει τα ενεργά υπολογιστικά νήµατα. Τέλος, το DFA ϑα πρέπει να αποδέχεται
οποτεδήποτε ένα από τα υπολογιστικά νήµατα καταλήξει σε κατάσταση τερµατισµού.

Ορισµός 1. ΄Εστω NFA N = (K,Σ, δ, q0, F ). Για συµβολοσειρά w και κατάσταση p ∈ K,
γράφουµε ως δ̂N(p, w) το σύνολο όλων των προσβάσιµων καταστάσεων µέσω κάποιου υπολο-
γισµού σε είσοδο w από την κατάσταση p, και ϑα έχει ως τύπο

δ̂N(p, w) = {q ∈ K | p w−→N q}.
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Κατασκευή DFA από NFA. ∆οθέντως ενός NFA N = (K,Σ, δ, q0, F ) ϑα κατασκευάσουµε
το DFA det(N) = (K ′,Σ, δ′, q′0, F

′) ως εξής :

K ′ = P(K), q′0 = δ̂N(q0, ε), F ′ = {A ⊆ K | A ∩ F ̸= ∅},

και συνάρτηση µετάβασης,
δ′(A, a) =

⋃
q∈A

δ̂N(q, a),

δηλαδή δ′(A, a) = δ′({q1, q2, . . . , qk}, a) = δ̂N(q1, a) ∪ δ̂N(q2, a) ∪ . . . ∪ δ̂N(qk, a).
Για την απόδειξη της ορθότητας της κατασκευής ϑα χρειαστούµε τον ακόλουθο ϐοηθητικό

ορισµό

Ορισµός 2. ΄Εστω K το σύνολο των καταστάσεων ενός NFA N , και έστω A ⊆ K. Θα λέµε ότι
το A είναι ε-κλειστό ανν για κάθε q ∈ A, έχουµε

δ̂N(q, ε) ⊆ A.

Με άλλα λόγια, κάθε κατάσταση που είναι προσβάσιµη από µια κατάσταση του A προ-
σπελαύνοντας µόνο ε-µεταβάεις, και εξακολουθεί να ανήκει στο A.

π.χ, τετριµένα παραδείγµατα ε-κλειστών συνόλων είναι τα ∅ και K. ΄Ενα άλλο παράδειγµα
ε-κλειστού συνόλου είναι η αρχική κατάσταση ενός DFA

q′0 = δ̂N(q0, ε).

Λήµµα 1 (Ορθότητα). Για κάθε NFA N , το DFA det(N) είναι ισοδύναµο του, δηλαδή

L(N) = L(det(N)).

Σκαρίφηµα Θα πρέπει να δείξουµε ότι,

∀w ∈ Σ∗. det(N) αναγνωρίζει w ανν N αναγνωρίζει w.

∆ηλαδή,
∀w ∈ Σ∗. δ̂det(N)(q

′
0, w) ∩ F ′ ̸= ∅ ανν δ̂N(q0, w) ∩ F ̸= ∅.

Ισοδύναµα,

∀w ∈ Σ∗, για {A} = δ̂det(N)(q
′
0, w), A ∩ F ̸= ∅ ανν δ̂N(q0, w) ∩ F ̸= ∅.

Αντι αυτών ϑα αποδείξουµε έναν ισχυρότερο ισχυρισµό. Υπάρχουν οι εξής δύο τρόποι να
ισχυροποιηθεί ο προηγούµενος ισχυρισµός
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i.) ∀w ∈ Σ∗. δ̂det(N)(q
′
0, w) = {A} ανν δ̂N(q0, w) = A. Με άλλα λόγια, η κατάσταση του

DFA εφόσον διαβάσει µια συµβολοσειρά w είναι ακριβώς το σύνολο των καταστάσεων
στις οποίες ϑα ϐρίσκεται το NFA αφότου διαβάσει το w.

ii.) ∀w ∈ Σ∗, για κάθε ε-κλειστό σύνολο A ⊆ Q, det(N)(A,w) ∩ F ′ ̸= ∅ ανν ∃q ∈ A :

δ̂N(q, w)∩F ̸= ∅. ∆ιαισθητικά, το DFA det(N) αναγνωρίζει την w από το A ανν το NFA
N αναγνωρίζει την w από κάποια κατάσταση στο A.

Και οι αυτές διατυπώσεις αρκούν για να αποδείξουµε την ορθότητα της κατασκευής, και
οι δύο µπορούν να αποδειχθούν µέσω επαγωγής. Στο Λήµµα 2 διατυπώνουµε και αποδει-
κνύουµε την πρόταση i), ενώ µε το Λήµµα 4 διατυπώνουµε και αποδεικνύουµε την πρόταση
ii).

Λήµµα 2. ∀w ∈ Σ∗. δ̂det(N)(q
′
0, w) = {A} ανν δ̂N(q0, w) = A.

Απόδειξη. Μέσω επαγωγής ως προς το µήκος της συµβολοσειράς w, |w|.

Βάση επαγωγής |w| = 0: Τότε ισχύει w = ε. Εποµένως,

δ̂det(N)(q
′
0, ε) = {q′0} = {δ̂N(q0, ε)},

το οποίο ισχύει από τον ορισµό της δ̂det(N) και του q′0.

Επαγωγική υπόθεση: ΄Εστω ότι η δήλωση ισχύει για όλες τις συµβολοσειρές w µε |w| < n.

Επαγωγικό ϐήµα: ΄Εστω |w| = n, εποµένως w = ua µε |u| = n− 1 και a ∈ Σ.

δ̂det(N)(q
′
0, ua) = {A}
⇐⇒ q′0

ua−→det(N) A ορισµός δ̂ και ντετερµινισµός det(N)

⇐⇒ ∃B. q′0
u−→det(N) B, B

a−→det(N) A

⇐⇒ ∃B. δ̂det(N)(q
′
0, u) = {B}, B a−→det(N) A ορισµός δ̂ και ντετερµινισµός det(N)

⇐⇒ ∃B. δ̂N(q0, u) = B και A =
⋃
q∈B

δ̂N(q, a) επαγωγική υπόθεση και

µεταβάσεις στο det(N)

⇐⇒ δ̂N(q0, ua) = A. (Λήµµα 3)

Λήµµα 3. Υπάρχει B τ.ω. δ̂N(q0, u) = B και A =
⋃

q∈B δ̂N(q, a) ανν δ̂N(q0, ua) = A.
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Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι

A =
⋃
q∈B

δ̂N(q, a) ανν (q ∈ A ⇐⇒ ∃q′ ∈ B τ.ω. q′ a−→N q).

Εποµένως,

δ̂N(q0, u) = B και A =
⋃
q∈B

δ̂N(q, a)

⇐⇒ (q ∈ A ⇐⇒ ∃q′. q0
u−→N q′ και q′ a−→N q)

⇐⇒ (q ∈ A ⇐⇒ q0
ua−→N q)

⇐⇒ δ̂N(q0, ua) = A.

Λήµµα 4. Για κάθε συµβολοσειρά w ∈ Σ∗ και κάθε ε-κλειστό σύνολο A ⊆ Q, έχουµε

δ̂det(N)(A,w) ∩ F ′ ̸= ∅ ανν ∃q ∈ A : δ̂N(q, w) ∩ F ̸= ∅.

Θα ϑέλαµε να αποδείξουµε τον ισχυριµό χωρίς της έξτρα υπόθεση ότι το A είναι ε-κλειστό,
δηλαδή να αποδείξουµε τον ισχυρισµό

∀w ∈ Σ∗, ∀A ⊆ Q : δ̂det(N)(A,w) ∩ F ′ ̸= ∅ανν∃q ∈ A : δ̂N(q, w) ∩ F ̸= ∅.

Ωστόσο, αυτός ο, ακόµα ισχυρότερος ισχυρισµός δεν ισχύει. Παρόλα αυτά, για A = q′0 (το
οποίο είναι ε-κλειστό), το Λήµµα 4 επαρκεί για να ϑεµελιώσει την ορθότητα της κατασκευής
του DFA.

Απόδειξη λήµµατος 4. Μέσω επαγωγής ως προς το µήκος της συµβολοσειράς w, |w|.

Βάση επαγωγής |w| = 0: Για οποιοδήποτε σύνολο A,

δ̂det(N)(A, ε) = {A}.

Εποµένως,
δ̂det(N)(A, ε) ∩ F ′ ̸= ∅ ⇐⇒ A ∩ F ̸= ∅.

Αν το σύνολο A είναι ε-κλειστό, τότε δ̂N(A, ε) = A, και συνεπώς

δ̂det(N)(A, ε) ∩ F ′ ̸= ∅ ⇐⇒ A(= δ̂N(A, ε)) ∩ F ̸= ∅,

το οποίο και αποδεικνύει την ϐάση της επαγωγής.1

1Παρατηρείστε τον κρίσιµο ϱόλο του ε-κλειστού συνόλου. Εξασφαλίζει ότι δ̂N (A, ε) = A. Χωρίς αυτή την
ιδιότητα, η ϐάση της επαγωγής δεν µπορεί να αποδειχθεί και για την ακρίβεια δεν ισχύει.
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Επαγωγική υπόθεση: ΄Εστω ότι η δήλωση ισχύει για όλες τις συµβολοσειρές w µε |w| < n.

Επαγωγικό ϐήµα: ΄Εστω ότι |w| = n, εποµένως w = au2 µε |u| = n − 1 και a ∈ Σ και
έχουµε,

δ̂det(N)(A,w = au) = {C}

ανν υπάρχει B τ.ω.
δ′(A, a) = B ανδ δ̂det(N)(B, u) = {C}.

Αν το σύνολο A είναι ε-κλειστό, τότε το σύνολο B είναι επίσης ε-κλειστό (Λήµµα 5). ΄Αρα
µπορούµε να εφαρµόσουµε την επαγωγική υπόθεση στην συµβοσειρά u και το σύνολο B.
Εποµένως,

δ̂det(N)(A,w = au) = {C} και C ∈ F ′

⇐⇒ ∃B : δ′(A, a) = B, δ̂det(N)(B, u) = {C}, C ∈ F ′ ορισµός δ̂det(N)

⇐⇒ ∃B : δ′(A, a) = B, ∃q ∈ B : δ̂N(q, u) ∩ F ̸= ∅
⇐⇒ ∃B : δ′(A, a) = B, ∃q ∈ B, ∃q2 ∈ F : q

u−→N q2 ορισµός δ̂ και ντετερµινισµός det(N)

⇐⇒ ∃q1 ∈ A,∃q2 ∈ F : q1
a−→N q, q

u−→N q2 επαγωγική υπόθεση και
µεταβάσεις στο det(N)

⇐⇒ ∃q1 ∈ A : δ̂N(q1, w) ∩ F ̸= ∅. (Λήµµα 5)

Λήµµα 5. Αν το σύνολο A είναι ε-κλειστό και δ′(A, a) = B, τότε το σύνολο B είναι ε-κλειστό.

Απόδειξη. Για οποιοδήποτε q ∈ B, αρκεί να δείξουµε ότι αν q
ε−→N q′, τότε q′ ∈ B. Από τον

ορισµό του δ′, έχουµε ότι το q ∈ B συνεπάγεται ότι υπάρχει q1 ∈ A τ.ω. q1
a−→N q. Εφόσον,

q
ε−→N q′, έχουµε q1

aε−→N q′. Πάλι, από τον ορισµό του δ′, έχουµε ότι q′ ∈ B. Εποµένως, το
σύνολο B είναι ε-κλειστό.

Ο τυπικός ορισµός του DFA περιλαµβάνει όλα τα 2|K| υποσύνολα του K ως πιθανές κατα-
στάσεις, πολλές εκ των οποίων µπορεί να είναι µη-προσβάσιµες από την αρχική κατάσταση.
Για να απλοποιήσουµε την κατασκευή, περιοριζόµαστε µόνο στις προσβάσιµες καταστάσεις,
δείτε ∆ιάλεξη 4.

2Στην απόδειξη του Λήµµατος 2 πήραµε w = ua.


